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§1 Introduction
Une structure de contact sur une varie´te´ alge´brique lisse est la donne´e d’un sous-fibre´
D ⊂ TX de rang dimX − 1 de sorte que la forme OX-biline´aire sur D a` valeurs dans le
fibre´ en droites L = TX/D de´duite du crochet de Lie sur TX soit non de´ge´ne´re´e en tout
point de X . Cela entraˆıne que X est de dimension impaire 2n+1 et que le fibre´ canonique
KX est isomorphe a` L
−1−n. On peut aussi de´finir la structure de contact par la donne´e
d’un e´le´ment θ ∈ H0(X,Ω1X ⊗ L), la forme de contact, tel que θ ∧ (dθ)
n soit partout non
nul.
Les espaces projectifs complexes et les varie´te´s PY (TY ), ou` Y est une varie´te´ lisse, sont
des exemples de varie´te´s de contact.
En quelques mots, une varie´te´ torique est une compactification e´quivariante d’un tore
([D], [O], [F]).
L’e´tude des varie´te´s de contact se re´ve`le difficile. En dimension 3, elles ont e´te´ classife´es
par Y-G.Ye ([Y]) en utilisant la the´orie de Mori. D’autres auteurs e´tudient les structures
de contact sur les varie´te´s de Fano ([B], [L]), mais les re´sultats ne sont ici encore que
partiels.
Le re´sultat principal de ce travail est le
The´ore`me Soit X une varie´te´ torique projective lisse de dimension 2n + 1 (n ≥ 1),
de´finie sur le corps C des nombres complexes et munie d’une structure de contact.
Alors X est soit isomorphe a` l’espace projectif complexe P2n+1, soit isomorphe a` la
varie´te´ PP1×···×P1(TP1×···×P1).
Remerciements : je tiens a` exprimer toute ma gratitude a` A.Beauville pour m’avoir
soumis ce proble`me et pour l’aide qu’il m’a apporte´.
§2 Rappels et notations
Soit X une varie´te´ projective lisse sur le corps C des nombres complexes. Le produit
d’intersection entre 1-cycles et diviseurs met en dualite´ les deux espaces vectoriels re´els :
N1(X) = ({1-cycles}/ ≡)⊗ R et N
1(X) = ({diviseurs}/ ≡)⊗ R,
ou`≡ de´signe l’e´quivalence nume´rique. La dimension commune de ces espaces vectoriels est
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appele´e le nombre de Picard de X . On conside`re le coˆne NE(X) ⊂ N1(X) engendre´ par
les classes des 1-cycles effectifs. Une raie extre´male est une demi-droite R dans NE(X),
adhe´rence de NE(X) dans N1(X), ve´rifiant KX .R
∗ < 0 et telle que pour tout Z1, Z2 ∈
NE(X), si Z1 + Z2 ∈ R alors Z1, Z2 ∈ R ([M]). Une courbe rationnelle extre´male est une
courbe rationnelle irre´ductible C telle que R+[C] soit une raie extre´male et −KX .C ≤
dimX + 1. Le premier re´sultat de la the´orie de Mori est que toute raie extre´male est
engendre´e par une courbe rationnelle extre´male. Le second re´sultat fondamental est que
toute raie exte´male R admet une contraction, c’est-a`-dire qu’il existe une varie´te´ projective
normale Y et un morphisme X
φ
−→ Y , surjectif a` fibres connexes, contractant les courbes
irre´ductibles C telles que [C] ∈ R (the´ore`me de Kawamata-Shokurov).
Dans le cas des varie´te´s toriques, nous avons un re´sultat plus pre´cis ([R]). Soit X
une varie´te´ torique projective lisse associe´e a` l’e´ventail ∆. Nous utilisons les notations de
T.Oda ([O2]). Il existe alors des e´le´ments τ1, . . . , τs ∈ ∆(d− 1) tels que :
NE(X) = NE(X) = R+[V (τ1)] + . . .+ R
+[V (τs)].
Les demi-droites R+[V (τi)] sont appele´es raies extre´males ge´ne´ralise´es. Soit R ⊂ NE(X)
une raie extre´male ge´ne´ralise´e. Alors il existe une varie´te´ torique projective Y et un
morphisme e´quivariant X
φ
−→ Y qui soit une contraction au sens de Mori. Notons A ⊂ X
le lieu exceptionnel de φ et B = φ(X) :
X
φ
−−−→ Y
∪ ∪
A
φ|A
−−−→ B
Alors A et B sont deux strates toriques irre´ductibles et le morphisme A
φ|A
−→ B est plat
et ses fibres sont des espaces projectifs ponde´re´s. Enfin, lorsque la contraction est de type
fibre´e, la varie´te´ Y est re´gulie`re et le morphisme φ est lisse.
Rappelons enfin un re´sultat ge´ne´ral de J.Wisniewski ([W1], [W2]) sur le lieu excep-
tionnel d’une contraction extre´male. Soit F une composante irre´ductible d’une fibre non
triviale d’une contraction e´le´mentaire associe´e a` la raie extre´male R. Nous appelons lieu
de R, le lieu des courbes dont la classe d’e´quivalence nume´rique appartient a` R. On a
alors l’ine´galite´ :
dimF + dim(lieu de R) ≥ dimX + ℓ(R)− 1,
ou` ℓ(R) de´signe la longueur de la raie extre´male R :
ℓ(R) = inf{−KX .C0|C0 e´tant une courbe rationnelle et C0 ∈ R}.
§3 Preuve du the´ore`me
Lemme 1 Soit Y une varie´te´ torique projective lisse de dimension n et E un fibre´ vec-
toriel de rang r + 1 sur Y . On suppose que X = PY (E) est une varie´te´ torique et que le
morphisme naturel X
φ
−→ Y est e´quivariant.
Alors le fibre´ E est totalement de´compose´.
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De´monstration Notons T le tore de dimension n + r agissant sur X , T
′
le tore de di-
mension n agissant sur Y et T
φ∗
−→ T
′
le morphisme de groupes alge´briques associe´ a`
φ. Les hypothe`ses faites entraˆınent que ce morphisme est surjectif. Notons N le noyau
N = ker(φ∗), c’est un groupe alge´brique produit d’un tore T
′′
de dimension r par un
groupe fini.
Puisque X est une varie´te´ torique, le fibre´ OX(1) est T -line´arise´ et en particulier T
′′
-
line´arise´. Le tore T
′′
agissant trivialement sur Y , il en re´sulte facilement que le fibre´ E est
T
′′
-line´arise´. Par suite, le fibre´ E est somme directe de ses composantes isotypiques :
E = ⊕χ∈X(T ′′)Eχ
ou` X(T
′′
) de´signe le groupe des caracte`res de T
′′
. Si l’un des fibre´s vectoriels Eχ est de
rang supe´rieur ou` e´gal a` deux, nous allons voir qu’un sous-tore non trivial de T
′′
agit
trivialement sur X , ce qui est impossible. Notons χ1, . . . , χk (k ≥ 1) les caracte`res de T
′′
intervenant dans la de´composition pre´ce´dente et supposons que k ≤ r − 1. Conside´rons
la composante neutre de l’intersection des noyaux de ces caracte`res. Par construction,
l’action de ce tore sur le fibre´ E est triviale, ce qui est la conclusion souhaite´e. 
Lemme 2 Soit X une varie´te´ torique projective lisse de dimension n ≥ 1 dont le fibre´
tangent est totalement de´compose´.
Alors X est isomorphe a` P1 × . . .× P1.
De´monstration Notons ∆ l’e´ventail de´finissant la varie´te´ torique X , T le tore agissant
sur X et N = Homgr. alg.(Gm, T ). Par hypothe`se, il existe des fibre´s en droites L1, . . . , Ln
sur X tels que TX = L1 ⊕ · · · ⊕ Ln. Remarquons que le fibre´ tangent est naturellement
line´arise´ puisque, si t ∈ T , d(t.) de´finit un automorphisme du fibre´ tangent a` X . Par
un re´sultat de A.A.Klyachko ([K] thm.1.2.3), on peut toujours supposer que l’isomor-
phisme pre´ce´dent est e´quivariant, pour un choix convenable de line´arisations des fibre´s
Li , (1 ≤ i ≤ n).
Prenons σ ∈ ∆(n) et conside´rons l’ouvert Uσ qui lui est associe´. Puisque la varie´te´
torique X est lisse, σ = R+e1,σ + . . . + R
+en,σ ou` (e1,σ, . . . , en,σ) est une base de N .
Par de´finition Uσ = Spec(C[M ∩ σ
∗]), ou` M = Homgr. alg.(T,Gm) = HomZ(N,Z). No-
tons (x1,σ, · · · , xn,σ) la base duale de (e1,σ, . . . , en,σ). Les (xi,σ)1≤i≤n sont naturellement
des caracte`res de T et forment un syste`me de coordonne´es locales sur Uσ. Nous notons
ϕσ l’isomorphisme sur C
n ainsi obtenu. L’action du tore est alors donne´ par la formule
t.(x1,σ, . . . , xn,σ) = (x1,σ(t)x1,σ, · · · , xn,σ(t)xn,σ). Aussi, les sections si,σ = ϕ
∗
σ(∂xi,σ) ∈
H0(Uσ, TX) sont semi-invariantes, engendrent le fibre´ tangent en tout point de Uσ et sont
respectivement associe´es aux caracte`res (xi,σ)1≤i≤n. On ve´rifie enfin qu’une section du fibre´
tangent semi-invariante relativement a` l’un des caracte`res xi,σ est multiple de la section si,σ
correspondante. On peut trouver pour chaque fibre´ Li, une section qui soit semi-invariante
sout T et qui engendre le fibre´ en tout point de Uσ. La somme directe de ces sections four-
nit donc une trivialisation du fibre´ TX au dessus de l’ouvert Uσ qui est de´finie par n
sections semi-invariantes. En e´valuant ces sections en l’unique point fixe de Uσ, on ve´rifie
que les caracte`res correspondants sont les (xi,σ)1≤i≤n. Il en re´sulte que chaque section si,σ
trivialise l’un des Lj . Par suite, l’image de la droite C
∗si,σ|Uσσ′
(1 ≤ i ≤ n) par la fonction
de transition ϕσ′ϕ
−1
σ est l’une des droites C
∗si,σ′ |Uσσ′
(1 ≤ i ≤ n). Autrement dit, la ma-
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trice associe´e a` la fonction de transition ϕσ′ϕ
−1
σ exprime´e dans les bases (si,σ′ |Uσσ′
)1≤i≤n
et (si,σ|Uσσ′
)1≤i≤n n’a qu’un seul terme non nul par ligne et par colonne.
C’est ce re´sultat que nous allons maintenant exploiter. Conside´rons un coˆne τ ∈
∆(n − 1) et soit σ et σ′ les deux coˆnes de dimension n se´pare´s par τ . Il existe donc
une famille (e1, . . . , en−1) d’e´le´ments de N et deux autres e´le´ments de N , en et en+1, tels
que les familles (e1, · · · , en−1, en) et (e1, . . . , en−1, en+1) soient des bases de N et tels que
l’on ait τ = R+e1 + · · ·+ R
+en−1, σ = τ + R
+en et σ
′ = τ + R+en+1. On a en outre une
relation :
en+1 + en +
n−1∑
i=1
αiei = 0,
ou` αi ∈ Z. Notons (x1, · · · , xn) la base duale de la base (e1, . . . , en−1, en) et (z1, · · · , zn)
la base duale de la base (e1, . . . , en−1, en+1). Le changement de cartes est alors donne´ par
la formule :
(z1, · · · , zn) 7→ (
z1
zα1n
, · · · ,
zn−1
z
αn−1
n
,
1
zn
).
La fonction de transition ϕσσ′ est donc donne´e par la matrice :


z−α1n 0 . . . . . . 0 −α1z1z
−α1−1
n
0 z−α2n
. . .
...
...
...
. . .
. . .
. . .
...
...
...
. . .
. . . 0
...
...
. . . z−αn−1n −αn−1z1z
−αn−1−1
n
0 . . . . . . . . . 0 −z−2n


Il en re´sulte les e´galite´s α1 = . . . = αn−1 = 0 et donc en+1 = −en.
Soit e ∈ ∆(1) et soit σ ∈ ∆(n) un coˆne dont e est une face de dimension 1. On
identifie le coˆne e et l’e´le´ment primitif de N qui le de´termine. Alors il existe une base
(e1 = e, . . . , en) de N telle que σ = R
+e1 + . . . + R
+en. Le coˆne R
+e2 + . . . + R
+en est
une face de dimension n− 1 de σ et donc d’apre`s ce qui pre´ce`de, on a que −e ∈ ∆(1) et
que le coˆne R+(−e1) + . . . + R
+en ∈ ∆(n− 1). Il en re´sulte que ±ei ∈ ∆(1) (1 ≤ i ≤ n)
et que tous les coˆnes possibles de dimension n forme´s sur ces vecteurs sont des coˆnes de
l’e´ventail ∆. Si e′ ∈ ∆(1), alors e′ est contenu dans l’un des coˆnes pre´ce´dents et donc e′
est l’un des (±ei)1≤i≤n et on a donc de´termine´ tous les coˆnes de dimension maximale, ce
qui de´termine ∆ et termine la preuve du lemme. 
The´ore`me Soit X une varie´te´ torique projective lisse de dimension 2n + 1 (n ≥ 1)
munie d’une structure de contact.
Alors X est soit isomorphe a` l’espace projectif complexe P2n+1, soit isomorphe a` la
varie´te´ PP1×···×P1(TP1×···×P1).
De´monstration La preuve de ce the´ore`me repose sur l’e´tude des contractions extre´males
de X . Notons T le tore agissant sur X . Puisque le diviseur canonique KX de X n’est pas
effectif, il existe une raie extre´male R au sens de Mori engendre´e par une courbe rationnelle
lisse C T -invariante. Puisque KX = −(n + 1)L, on a ℓ(R) = n + 1 ou ℓ(R) = 2n + 2,
ou` ℓ(R) de´signe la longueur de la raie extre´male R. Dans ce dernier cas, X est de Fano
et Pic(X) = Z ([W1] prop. 2.4). Il en re´sulte que X est isomorphe a` l’espace projectif
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complexe P2n+1 ([O1] thm.7.1).
Il nous reste donc a` e´tudier le cas ou` ℓ(R) = n + 1. Notons X
φ
−→ Y la contraction
de Mori associe´e a` la raie R, ou` Y est une varie´te´ torique projective. Notons T
′
le tore
agissant sur Y . Notons A ⊂ X le lieu exceptionnel de φ et B = φ(X) :
X
φ
−−−→ Y
∪ ∪
A
φ|A
−−−→ B
Puisque la courbe C est T -invariante, elle est contracte´e sur un point fixe y ∈ B sous
T
′
. Le morphisme φ e´tant e´quivariant, la fibre F = φ−1(y) au dessus de y est donc T -
invariante. Par suite, puisque cette fibre est irre´ductible, on en de´duit que F est une strate
torique et donc que F est lisse puisque X l’est. La fibre F est donc isomorphe a` un espace
projectif Pk (k ≥ 1) et, puisque C est une strate torique de la varie´te´ torique Pk, il en
re´sulte que la courbe C s’identifie a` une droite de Pk. Nous savons aussi qu’il existe une
courbe rationnelle C1 ⊂ X telle que C1 ∈ R et −KX .C1 = n + 1. Mais, puisqu’il existe
un diviseur D sur X tel que D.C = 1 et puisque R = R+[C], il en re´sulte facilement que
C ≡ C1, de sorte que C.L = 1. Par suite, on a (F, L|F ) = (P
k,OPk(1)).
Puisque H0(Pk,Ω1
Pk
(1)) = (0), la restriction de la forme de contact θ a` Pk est nulle
et on ve´rifie par un calcul en coordonne´es locales que, pour tout x ∈ Pk, le sous espace
vectoriel TPk(x) ⊂ D(x) est totalement isotrope pour la forme alterne´e de contact qui, par
hypothe`se est non-de´ge´ne´re´e. Il en re´sulte l’ine´galite´ k ≤ n et donc l’e´galite´ k = n puisque
dimF ≥ ℓ(R)− 1 = n. Utilisant a` nouveau l’ine´galite´ de Wisniewski, on en de´duit que la
contraction est de type fibre´e et donc que Y est re´gulie`re, de dimension n + 1 et que φ
est lisse.
Conside´rons la suite exacte :
0 −→ TX/Y −→ TX −→ φ
∗TY −→ 0
La fle`che TX/Y −→ L obtenue par composition avec la projection TX −→ L e´tant iden-
tiquement nulle par le the´ore`me de Grauert et les re´sultats ci-dessus, il existe une fle`che
surjective φ∗TY −→ L −→ 0 et donc un morphisme X −→ PY (TY ) au dessus de Y qui
induit un isomorphisme sur chaque fibre. Il en re´sulte que ce morphisme est en fait un
isomorphisme. Le re´sultat de´coule alors des lemmes 1 et 2. 
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